Calculo de primitivas

Ejercicios resueltos

© 2000 CRESLINE, S.L.

Primitiva de una funciéon en un intervalo

Ejercicio 1 Calcular la primitiva F de la funcion f(x) = 2x para todo x € R,
tal que F(0) = 1.

Solucién: Una primitiva de f en R es la funcion G(x) = x2y, por tanto,
todas las primitivas de f son de la forma :

G+C ,
es decir, que F(x) = x2 + C;. De F(0) = 1 se sigue que C; = 1y, por tanto,
F(x)=x2+1

es la primitiva buscada. : [

Métodos de integracion

Integrales inmediatas y quasi-inmediatas

Ejercicio 2 Calcular

eX —e X
———dx
eX+e X
Solucion:® 7 _ _
ex—e X - -
dx=1In e*—e* +C
eX+e X
[
Ejercicio 3 Calcular 7
X dx
x2 -1
Solucion:
z X z 2X
dx = d
x2 —1 2v/x2 -1
= x2-1+C
[



Ejercicio 4 Calcular 7

3x2
T8 dx
Solucion:
Z Z
i dx = 37)(2 dx
1+ x8 T 1+ (x3)2
= arctanx>+C
Ejercicio 5 Calcular 7
dx
V=8 + 6x — x2
Solucioén:
Z
dx dx
T — = ‘p:
V—8+ 6x — X2 1—(x—3)% -
= arcsin(x — 3)*+C
Ejercicio 6 Calcular 7 :
2x—17 dx
X249
Solucioén: . 4 .
2x—7dX & 72X dx 7 dx
X249 . X249 9 (¥)32+1
- - 1
= Inx*+9 — - —S3—dx
- € !
- - 7 X
= Inx?+9 — —arctan= +C
3 3
Ejercicio 7-Calcular 7
(e + 1)%dx
Solucioén:
Z Z
(@ +1)%dx = (e +2e*+1)dx
1 Z Z Z
= 3 2edx+2 eXdx+ dx
1 2
= e X+2e*+x+C



Ejercicio 8 Calcular 7

(X + 1)%y/Xdx
Solucion:
Z Z
(X+1)2yxdx =  (X®+2x+1)/xdx
Z
= (X3VX+ 2Xy/X + /X) dx
z z Z
El 3 1
= XZdx+2 xzZdx+ xzZdx
2 2
= ?x% +2§x% +§x% +C
1 2 1
= 2(? X3 + gxz + §X)\/)_( + C
Ejercicio 9 Calcular 7
x—2 dx
3x2 —4x +3
Solucion: . ( ,
X—2 dx = 1 6X —4 dk—8 dx
32 —4x+37" 6 3x2-4x+3 " 5 3x2—4x+3
1 - 2 ‘ - dX
= Z AN — — Y . |
6In‘3x 4X + 3 3 3(x—§)2+g
& - Z J
= %In 3x2—4x+3—g S
g 3X;2 +1
i - - Z 3
= I _axeg 22 =5 dx
6 9 \/g 3)\(/—_2 +1
5
1 - - 4 —2
= ZIn3x%® —4x+3 — arctan X =2 4 ¢
6 3v5 V5
Integracion por partes
Ejercicio 10 Calcular
< arcsin x dx
VI

Solucidn: Tomamos las siguientes partes:

f(x) = arcsinx f/(x) = \/1_2

1-—x

I =75 90=-vV1i-x



Integrando, obtenemos:

. Z
X de = —Iol—x2 arcsin X + Io1—x2;dx
N 7 N

P .
= — 1-—x2.arcsinx+ dx

P .
= — 1—x2.arcsinx+x+C

[
Ejercicio 11 Calcular
z
I = (4+2x+x%)-e Xdx
Solucidn: Tomamos las siguientes partes:
fFX)=4+2x+x?> f'(X)=2(1+x)
g'() =e 909 = 3 e %
Integrando, obtenemos:
Z 1 ({ 7
= (@+2x+x?)-eXXdx = -5 @+2x+x2)-e 2>+ (1+x)-eXdx
R a
Sea I = (1+ x)-e~2dx. La integraremos por partes, nuevamente, con:
f(x) =4d+x"f'(x) =1
gy =e g =-3 e
Obtenemos:
z - 1 1 z
I;= (1+x)-edx = -5 Q+x)-e >+ > e 2 dx
’ 1 5 —2X 1 —2X
= _— -+ — = +
> (1+x)é 2 e C
Por tanto,
1 2 —2X 1 —2X 1 —2X
I = - (@4+2x+x°)- e —-(1+x)- e —-—.e"+C
2 2 4
1
= _Z(sz +6x+11)-e X+ C
[
Ejercicio 12 Calcular 7
1= x.e*dx



Solucion: Como el integrando es un polinomio de grado 3 multiplicado por
la exponencial, parece apropiado integrar por partes. En este caso, el calculo se
simplifica si tomamos

f(x) =x2 f/(x) = 2x
g0 =x-e7 g()=—3e
Entonces obtenemos
Z
1= x3. e dx
1 Z
= -3 x2.e X+ x.e ¥ dx
1, 2 1 _.2
= —-xe* —-.e7 +C
2 2 )
]
Integracion por cambio de variable
Ejercicio 13 Calcular
arcsin 3
= ——=0x
VA — X2
Solucién: Aplicamos el siguiente cambio de variable:
X=2-sint dx =2 -costdt
Entonces obtenemos:
Z \ N z
I ~arcsin 3 dx 2t - cost dt
= N = S
4 VA~ x? A—4-sin’t
_ 2t cost dt = t-cost
5 2 1—sin?t cost
t2
= tdt=—+C
2
]

Ejercicio 14 Calcular
1+x
I = dx

_—1+\/;

Solucién: Aplicamos el siguiente cambio de variable:

X =12 dx = 2tdt



Entonces obtenemos:

Z
| = 14X = LHP o
B 1+x 1+t
t+t3
= 2 dt
1+t
z -2
= 2. (—— +t?—t+2)dt
(1+t )
3 2

= 2-(—2In|1+t|+%—%+2t)+c
Sustituimos t por su valor, y obtenemos

2
I:—4-In\1+\/>_<|+§\/x3—x+4\/>_<+c

]
Ejercicio 15 Calcular Z
I = (sinx)®-cosxdx
Solucion: Aplicamos el siguiente cambio de variable:
sinx =t cosx dx'= dt
Entonces obtenemos:
Z
I = (sinx)%-cosxdx
Z
= tdt
t4
= —+C
4
(sinx)*
= +C
4
]

Integracion de funciones racionales

Ejercicio 16 Calcular 7
| = X2 —X+2 dx
x4 —5x2 +4
Soluciéon: Buscamos las raices del polinomio del denominador, haciendo el
cambio x? =y:

X' =52 +4=0 = y>-5y+4=0



_5++25-16 _5+3
y= 2 -2
Como x = +,/y, las raices del denominador seran

= y1=4,y,=1

X1 =2, Xp=-2,X3=1,%X4=-1

Por tanto,
Xt —5x% +4 = (x —2)(x + 2)(x — 1)(x + 1)

La descomposicién en fracciones simples es de la forma:

X2 —x+2 __A ,B _C D
X—2)(X+2)(x—1(x+1) x—-2 x+2 x—-1 x+1

Multiplicamos ambos miembros por (x — 2)(X + 2)(x — 1)(x + 1):
X2 —x+2 = A(x+2)(x271)+B(x72)(x271)+C(x274)(x+1),+D(x274)(xfl)

Haciendo las operaciones e igualando los coeficientes de-cada potencia en X,
obtenemos el siguiente sistema:

A+B+C+D = 0 (coeficientes de x°)
2A—2B+C—-D = 1 _ (coeficientes de x?)
~A—-B-4C—-4D = -1 (coeficientes de x1)
—2A+2B —4C +4D = 2 (coeficientes de x°)
La solucion del sistema es:
1 =2 -1 2
A—g, B—?, C—?, D—§
La integral se descompone de la forma siguiente:
z z z z
— 3 b 3 dv+ 3B gy 4+ 3
! X;ZdX x+2dx x—ldX x+1dx
1 2 1 2
= §-In|_x72\7;3~In|x+_2|f§~I_n|x71|+§lp|x+l|+C B
_x_9 _ Z 2_ “(x — 2_
= 1~In—x—2—+1- n_(X+1) -+C = 1 .|n—w—+c
3 x+2)2 3 x—1 3 (X+2)2(x—-1)
]
Ejercicio 17 Calcular 7
I = X dx
- (X2 + 1)2
Solucion: Podemos expresar la integral del modo siguiente:
z X 1 z 2X 1 z
— AN — e~ — 2 -2
1 = oZ 172 dx 2 eri? dx 5 2xX(x +1)7“dx



Hacemos el cambio
u=x?+1  du=2xdx

Obtenemos:
z
1 1 1 1
| == Zdqu=—--ul+c=_-Z._—— _+C
2 U= 2 x+1
]
Ejercicio 18 Calcular 7
| = dx
T X2(1-x2)

Solucidn: Las raices del denominador son: x = 0 (doble) y x = +1 (sim-
ples). Por tanto, podemos expresar el integrando como suma de fracciones
simples de la forma siguiente: '

1 A B C D
—_— = — —— +
x2-(1-%x2) x x2 1-x 14X

Multiplicamos ambos miembros por x? - (1 — x?):
1:Ax(l—x2)+B(1—x2)—Cx?(1+xj+Dx2(1—x)
Haciendo los célculos, obtenemos: 7
—~(A+C+D)X*-(B+C=D)xX*+Ax+B =1
Identificando los coeficientes, obte‘nemos:

~A—-CLD = 0 (coeficientes de x%)
~B+C+D = 0 (coeficientes de x?)
~ A = 0 (coeficientes de x1)

B = 1 (coeficientes de x°)

La solucion<del sistema es:

1 1
A=0, B=1 C=--, D=-=.
2 2
Podemos expresar la integral del modo siguiente:
z z z z
| = 0dx+ ldx+1 dx +1 dx
B X x2 2 1-x 2 1+x
-1 1 1
= ——--Injl-x/+--In|1+x|/+C
x 2 |: |: 2 | |
-1 1  -1+x-
= —+<-In- -+C
X 2 1-x



Ejercicio 19 Calcular

X
= —————dx
x3—x2+x—-1

Solucién: La descomposicion del denominador es

XC—x2+x—1=(x—-1)(x*+1)

El polinomio x? + 1 no tiene raices reales. Por tanto, la descomposicion de la

funcién racional en suma de fracciones simples es de la forma siguiente:

X _ A +Mx+N
X3—-x2+x—-1 x—-1 x2+1

Multiplicamos ambos miembros por (X — 1)(x? + 1) = x3 + x2 + X — 1;
x=A(l+x?) + (Mx+ N)(x —1)
Haciendo operaciones, obtenemos:
(A+M)x%+ (N —M)x+ (A=N)=x
Por identificacion de coeficientes obtenemos el valor de A, M y N:

1 1 1
A=Z M=-5 N=3

Por tanto, la integral puede expresarse. de la forma

dx 1Z —Xx+1
4+ — I
X=1) 2 1+x2

dx

' 1 1
In|_x—1|+§ arctanx — 7 In|1+x?|+C

- x—-1- 1
- + — arctanx + C.

noX=1 -
V1+x2 2

I
R N N e
= N

Ejercicio 20 Calcular

X2 +1

T x2-1
Solucién: Como el grado del numerador es igual al grado del denominador,

debemos hacer la divisién de los dos polinomios:

| dx

X2+1=1-(x*-1)+2

Por tanto,

Z Z Z Z
|1 = X2+1dx— P1+ 2 ﬂdx— dx+ dx = x+
Tox2—1 7 X2 —1 - x2—1 X2 —1



. R . .
Para calcular la integral ﬁ dx, utilizaremos la descomposicion en suma de
fracciones simples. Sabemos que x?> — 1 = (X — 1)(x + 1). Por tanto,

2 __A , B
x—1Dx+1) x—-1 x+1

Multiplicando ambos miembros por (x — 1)(x + 1), obtenemos:
2=AKxX+1)+BXx-1)
Haciendo los célculos e identificando los coeficientes, resulta:
A=1 B=-1
Calculamos la integral:

de de

X—1 X+1 :
= X+Injx—-1—Injx+1/+C

I = x+

= x+Ih 2 "_"+c.
x+1
]
Ejercicio 21 Calcular la integral
| 1
| = T ™

Solucidn: El denominador es un polinomio con raices complejas multiples.
En este caso, resulta conveniente utilizar el método de Hermite-Ostrogadski.
Tenemos:

ax) = (L+x)?
) = 4xQ+x%)
Por tanto, el minimo comun multiplo de q y q’ es

G(x) =1+x2

y
q(x) _ (1 +x%)? 2
= = =1+
Por tanto, segun el método de Hermite-Ostrogadski, tenemos
1 _Ax+B d qu +D m

= 3+ - -
(1+x2)2 1+x2  dx 1+x2

10



Haciendo los célculos,

1 _ Ax+B+C(1+x2)—2x(Cx+D)
(1+x?)? 1+ x? (1+x?)?
_ (AX+B)(1+x?) +C(1+x?) — 2x(Cx + D)
B (1+x2)2
_ AC+B-C)xX*+(A+2D)x+B+C
- (1+x2)2

Identificando coeficientes, obtenemos:

1 1
A=0, B==, C==-, D=0
2 2
Por tanto,
z 1 dx = 1Z 1 dx 1 X
(1 + x2)2 T2 1+x2 2 1+x2
1 1 X
= — + — . — L +C.
2arctanx > T+ x2 C

Integracion de funciones irracionales

Ejercicio 22 Calcular 7z :
1

X172 174 dx

Solucién: Es una integral racional en x/2 y x1/4, es decir es una integral
del tipo 1. Como 4 = m.c.m.(2,4), hacemos el cambio de variable

X =14, dx = 4t3 dt

Obtenemos:
z 1 z 4t3
| Xl/2 X1/4 dx 2 -t dt
ui 1 il
= 4. (t+1+ m) dt
Z Z Z

4 tdt+4 dt+4 —1 dt
t—-1

22 +4t+41Injt— 1|+ C

Deshaciendo el cambio,

1 1/2 174 174
| = de—ZX + 4x +4|n|X —1|+C

11



Ejercicio 23 Calcular 7

| = X_il_'-ldx
vx—1-1

Solucién: Es una integral del tipo 2:

VX—1+1 _ (x-1)Y2+1
VX—1-1 (x-1)¥2_1

Como m.c.m.(2,2) = 2, hacemos el cambio
x—1=t dx=2tdt

Sustituyendo en la integral, obtenemos:

z z
VX —1+ +
X1+l = Tl

-  dx =
Z\/x— -1 t—1
2
+24+ -

2 (t+2 t71)dt

t2
= 2(E+2t+2In\t—1\)+C
= t?+4t+4Inft—1+C
Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos’

I =(x—-1)+4/x—1+4In|yx—1-1|+C.

Ejercicio 24 Calcular Z!
1
= ——=dx
VB +x—x2

Soluciéon: Podemos emplear la sustitucion de Euler:
P
6+x—x2=xt+6
Por tanto,

W 1-2tv6 dx = —2(—t2/6 + t + 1/6)
T+t B (1+t2)2

Sustituimos en la integral:

dt

1
I = ——dx
V6 + X — X2
Z —2(—t2\/6+t+/6)
= ) dt
—t2/6+t++/6

1+t2
—2(-t*V6+t+VE)(L +1?) gt
(—2VB+t+VB)(1+12)2
-2

= ——dt= -2arctant+ C
1+1t2

12



Deshaciendo el cambio de variable, resulta
A 1

4+ X — X2 —
I = —2arctan 6+x—x2—\6 +C.
X
Ejercicio 25 Calcular
z
_ dx
(1+x2)v/1-—x2
Solucion: Hagamos el cambio (sustitucién de Euler)
P P
1-x2=" (1-x)QA+x)=@0+x)t
Entonces L e 4
—t —4t
=TT dx_7(1+t2)2dt
Por tanto,

1-12)2 _ (1+t)?+(1=12)2% _2(1+tH
(1+)2 (1+12)?2 T (1+12)2
S S = S
1-12)2 _ (1+2)2-(1-1)2 _ a2 2t
C@+)2 T @+t T +e)2 1+t

1+x*=1+

1-x2=

Sustituyendo en la integral, obtenemos

Z —4t
—(1x2)?

21+t - 2t
A+2)? * 1+2

dt

—4t(1 + t?)3
A1+ ) (1 + )2
1+ t?
= - et
z 1 Z 1

dt

— 2  dt- —2  dt
2 +.2t+1 22— 2t+1

= fg(arctan(\/it + 1) + arctan(v/2t — 1)) + C

Deshaciendo el cambio de variable, resulta
" A 1 A 1#

.\ VI T2
T\/_ arctan \/_ +1 +arctan V24— 1+; -1 +C.

13



Ejercicio 26 Calcular

Z
1
| = —dx
XVX2 +4x — 4

Solucién: Es una integral racional en x y en v/ax2 + bx + ¢. Sin embargo,
observamos que si hacemos el cambio

X2 +4x —4=x+1t

elevando al cuadrado resulta

t2+4 2(—t? + 4t + 4)
2 — V2 2 — —
X°+4X —4 =X+ 2tx + t X = dx=————=dt
= a2t @ —21?)
Entonces 244 2 4 at+a
— 2+ 2+ 4t +
2 4 4= +t= ———
XA 4=t 42t
Sustituimos en la integral: '
Z
L= 1 dx
L e ax—4
4 -2t 4 -2t “2(—t2+4t+4)dt
t2+4 —t? +Z4t +4 0 (4-2t)2
_ AN
= 2 t2+4dx— 1+(%)2dt
. (
= arctan= +C
2,
Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos:
] 1P—
1 :arctani( X2+4x -4 —-x)+C
[

Integrales binomias

Ejercicio 27 Calcular 7
1= x5 +x%)Ydx

Solucién: Es un integral binomia. Por tanto, hacemos primero el cambio

x3=t, dx = L. =23 gt
3
De esta forma, la integral queda
z z

1
I = t5’3(1+t)1"‘-§ 3 de = t(1+ 1) dt

wl|

14



Hacemos ahora el cambio
1+t =u? dt = 4u® du

y obtenemos

N

t(1+ )4 dt

N

u*—1)-u-4udu

Wl Wk Wl
N

Deshaciendo los cambios, resulta
4 (L+x3)4  (1+x3)5/4°
3 9 B 5
3\5/4  (Ey3
4(1+x°) (5% 4) +C.
135 8

+C

Ejercicio 28 Calcular
z

| = X2/3(1‘+ 2X1/3)1/2 dx

Solucidn: Es una integral-binomia, por lo que primero debemos hacer el
cambio -
xM¥=t,  dx=3t%dt

La integral queda de la‘forma siguiente:
Z = z

= tP@+2"?.3t%dt=3. t'(1+20)"?dt
Como q = 4 es entero, efectuamos el cambio de variable
2t+1=u? dt = udu

Sustituyendo en la integral, obtenemos:

z Zuuz_l'lh
I = 3. t*@+2)Y%dt=3. 5 ~u-udu
3 Z
= 5 (u? —1)*- u?du
Z
3
= 5 (ut® — 408 + 6u® — 4u* + u?) du
11 9 7 5 3
= i.(u__4L+6L_4i+u_)+C
16 “11 9 7 5 3

15



Como u = (2t + 1)/2 = (2x13 + 1)1/2, si deshacemos el cambio obtenemos

3(2Xl/3 + 1)11/2 (2X1/3 + 1)9/2 N 9(2Xl/3 + 1)7/2

176 12 56
173 5/2 173 372
_3(xTE+1) + (2x° +1) ‘C.
20 16

Integracion de funciones trigonométricas

Ejercicio 29 Calcular 7
1
| = X
cos3 x
Solucién: Hacemos el cambio
sinx =, cosxdx = dt
Como cosx = 1 —sin“x, entonces
dx = dt
Vi
Sustituyendo en la integral, obtenemos
I_an 1‘dt_Z dt
Z”(l—tz)3 yI-€ a-ey
1 dt 1 dt 1 dt 1 dt
41—t 41+t 4 Q-12 4 (@Q+1)2
-1 NN 1 1 1 1
= — Injl-vg)F>Inl+tj+>. ——=-.—+C
g M N T T T3 T
1. -1+t 1 2t
- R P Y
it et C

Deshaciendo el-cambio de variable, resulta
—sinx+1- 1 sinx
In- -+

I_1
T4 1—sinx 2 cos2x

Ejercicio 30 Calcular 7
1
= ———dx
1—-2sinx
Solucioén: Es una integral del caso general, por lo que hacemos el cambio
X 2 . 2t
tan - =1, dx-mdt, smx-m

16



Sustituyendo en la integral, obtenemos:

z 2
_ e
B e -l
7 1+t2
= 2 dt
1+ -272, . (1+1?)
2
h Tve—al
z
= 2 dt
(t-2-v3)-(t-2+3)
YA 1 Z 1

— V3 V3

dt — dt
t—2—-+3 t—2+.3

1 1 :
= —Ihjt-2-v3——=Injt—2+3|+C
7 | |: 7 | |-

V3 t—-2++3

Deshaciendo el cambio, resulta

1 I:tang—Z‘—‘ 3

l=— In_———-
V3 tanf L2443

+C

Ejercicio 31 Calcular
—sin 2x

1+ cos2x
Solucidn: Sabemos que
2. _ 1+cos2x

COS“X
2
Entonces la integral se guede escribir como
. z .
| = sin 2x Y = 2 sin2x
C 14 LEeesX TR 340052

Es una-integral del tipo 1, por lo que hacemos el cambio
Cos2X = t, —2 sin2xdx = dt

Sustituyendo en la integral, obtenemos:
—dt
——=—In|3+t+C
3+t

Deshaciendo el cambio, resulta

I =—In|3+cos2x|+C

17



Ejercicio 32 Calcular 7

| = !

sin X + cos X

Solucién: Es una integral del tipo general, por lo que hacemos el cambio
tan 3 = t, de donde obtenemos

sinx = 2t _ cosx—ﬁ dx = — 2 dt
T 1+t T 1+t T 1+t
Substituimos en la integral:
Z 2
— 1+t2
1 = -1 +ﬁdt
7 1+t2 1+t2
N S—
- 1+2t—t2
Z
= —2 dt
(t—1-v2)-(t—1+2)
Z -1 Z 1 ;
_ V2 V2
= —¥Ye  dt+ —Y= _dt
t—1—+2 t—1++2
-1 1 )
= —Inft—1-V2|+ —=Inlt—1+V2|+C
7 | |: ﬁ“l |
= im:ﬂ:_..c
V2 t—-1-4/2

Deshaciendo el cambio de variable; obtenemos:

1 Inftan§—1+\/"f

=N o—= T+ C
V2 tan¥-1-+2

Ejercicio 33 Calcular -~ 7
I = sin®x-cos® xdx

Solucidn: Es una integral del tipo 2, con exponentes impares. Se puede
escribir de la forma z

I = sin®x-cos®x - sinxdx
Como sin?x = 1 — cos? xZ, entonces

I =  (1-cos?x)-cos®x-sinxdx

Z Z
= cos® x -sinxdx —  cos’ x - sinx dx
cos®x  cos® x
= — + +C.
6 8

18



Ejercicio 34 Calcular 7
I = sin®x.cos®xdx

Solucidn: Es una integral del tipo 2, con ambos exponentes pares y posi-

tivos. Recordamos que
1 — cos2x

2

La integral se puede expresar y resolver de la forma
z

sin?x =

| sin® x - sin? x - cos? x dx

1—-cos2x,, sin®2x

T )T ™

z
=

z

l -
= 5 (1 — cos? 2x — 2¢0s 2x) - sin? 2x dx
Z

1 . . .
= = (sin? 2x + cos? 2x - sin 2x — 2 cos 2X - sin%2x)-dx

Z zZ

- 1 locosax o1 de—'i sin? 2x - cos 2x dx
Iz 2 24Z 4 23
sindx, 1 1 (1—Ccos8x)
Ty 4+ . 2y T 7Y . =

g )t R
= lx L sin4x+i(x——sin8X —
- 8 3.24

" 7 27
1 N T
+7)x— — Sin4x = <= sin8x +

1
25 27 210 3.24

1 1 sin®2x
= == (EX — =+

sin®2x + C

)

sin®2x + C.

= (

Ejercicio 35 Calcular 7
1= sin3x-cos4xdx

Solucién: Es una integral del tercer tipo. Sabemos que
. 1 .
Sin Ax - cosBx = > [sin(A + B)x +sin(A — B)X]
Por tanto,
. 1 . . 1, . .
sin3x - cos4x = 7 [sin(3+ 4)x +sin(3 — 4)x] = 3 (sin7x — sinx)

Entonces la integral puede expresarse como
z
|

1 (sin 7x — sin x) dx
1 Z
= sin7xdx — 5 sin x dx
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! cos?x+1 CoSX 4+ C
) 7 2

CoSs 7X

1
5-(— 7 + cos X) + C.

Integracion de funciones exponenciales

Ejercicio 36 Calcular

z
1
——dXx
sinh x + cosh x
Solucidén: Sabemos que
eX _p—X eX 4 p—X%
sinhx = ——— coshx = ———
2 y 2
Sustituimos en la integral: '
z
1
I = X —X X =X dx
ex—e + ex+e
z ., Z((2
= —dx/= e dx
2eX
= —e *+C.
Ejercicio 37 Calcular
z 2
e X
- | = —dX

eXX +2eX +1

Solucion: «Como es una integral racional en X, hacemos el cambio
1
X =t, dx = T dt

Sustituimos en la integral:

Z Z
| = t2 1dt— t
5 2+2t+1 t = t2+2t+1
t
= —— _dt
(t+1)?

Descomponemos el integrando en una suma de fracciones simples:

t A B

D i+l arD? C @enp AtrLB
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Identificando coeficientes, obtenemos
A=1, B=-1

La integral queda de la forma siguiente:

z z
1 1

T+t (1+t)20|t

1
Injt+1]+ —+C
t+1

Deshaciendo el cambio, obtenemos:

1
I =Inje*+1+——+C.
eX+1

Ejercicio 38 Calcular 7 y
2
T+ < dx
Solucioén: La integral es equivalente a
z X
1 = T+ dx

Como es una integral racional en 2%, hacemos el cambio

=t dx= Iogtzedt
Sustituimos en la integral:
- z
| = t log,e dt
1 +£2 t
= log,e- 1 dt
1+t2

= log,e-arctant+C

Deshacemos el cambio de variable:

arctan 2
I =log,e-arctan2* +C = —r7 +C.
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